Apuntes de Electrodinamica. Tema 3

ONDAS ESFERICAS

Unha onda esférica é unha solucion das ecuacios de Maxwell que representa campos
propagandose radialmente. Neste apartado obteremos un conxunto de tales solucids, que
chamaremos multipolos, e expresaremos o campo electromagngetico como combinacion lineal
unica de multipolos.

Pola relacion (3.7) sabemos que unha solucion F da ecuacion de ondas sin fontes e o seu
rotacional representan campos que cumplen as ecuacios de Maxwell no espacio libre. Asi todo o
problema ¢ resolver a ecuacion de ondas. Supofiamos conocida una solucion da ecuacion
escalar

2
(Vz —0%57}1//:0 (3.36)
Demostraremos que
F=rxVy (3.37)
cumple a ecuacion de ondas vectorial. Sumemos as identidades vectoriales
Vx(rx®)=rV-®-®V -r+(®-V)r—(r-V)®
V(ir-®@)=(r-V)®+(® - V)r+rxVx®+®xVxr

aplicando as relaciés (G-V)r=G, V-r=3, Vxr=0¢ V-Vy= V> Resulta

Vx(rx®)+V(r-®)=rV-®-®+rxVxd (3.38)

Sustituamos ® por V i ¢ calculemos o rotacional dos dous membros, descompoiiendo o
doble rotacional e sabendo que o rotacional dun gradente sempre ¢ cero:

2
VV-(rwa)—Vz(rxVy/)z—rxVVZV/ =—c%§7(r><v;//)

No primeiro término V-(rxV y) = 0. No segundo podemos intercambiar as derivadas
espaciales e temporal. Finalmente, pola definicion (3.37),

, 1 o).
(V ") 0 (3.39)

Potenciales de Debye

Os campos F e G de (3.7) pddense identificar cos campos eléctrico € magnético, ou 0 revés,
no espacio libre sin fontes, introducindo as constantes adecuadas. F, pola sta definicion (3.37),
non tén componente radial.

En (3.38) calculamos a diverxencia dos dous membros
V-Vx(Ex®)+V-V(r-®)=V-[rV- ®-®+rxVx®d|=
=VrV-®+r-VV. @ -V- O +VxD-Vxr-r-VxVxo®
e simplificamos o resultado por medio de relacios xa indicadas. Queda

Vi(r-®)=2V-®+r-V'®
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Se o aplicamos 6 campo G de (3.7), tendo en conta que V-G = 0 ¢ que o laplaciano vectorial
e o rotacional conmutan, chegamos a

) (3.40)
(Vz —ia—j(lﬂG): 0

O campo escalar = r-G chamase potencial de Debye. Veremos que os potenciales r-E ¢
r-H determinan o campo electromagnético.

Solucion da ecuacion escalar de Helmholtz en coordenadas esféricas

A partir de agora restrinxiremos o estudio a campos monocromaticos. Con esto eliminamos
a dependencia temporal ¢ (3.36) convértese na ecuacion de Helmholtz

(V2 +£ )y =0 (3.17)
Buscaremos solucios en variables separadas da forma
wi(r, 6, 9) =R (r) ¥ (6, 9).
Viy=V-Vy=V-(PVR+RVY¥)=¥V?R+RV*¥ +2(VR)-(V¥)=¥V’R+ RV*¥,

debido a que VR ¢é radial e V ¥ non tén compoiientes nesta direccion. Logo, multiplicando a
ecuacion de Helmholtz (3.40) por #*/R ¥

2 2
VR +k =L vy,
R 7
O primeiro membro solo depende de ». O segundo non depende de r, como se comproba a

continuacion, 6 escribilo en coordenadas esféricas. Por ser a ecuacion valida pra todo (7, 6, @),
os dous membros deben ser constantes. Facemos, por conveniencia,

2 2 (3.41)
LV2R +kr ==L v, = (1 +1)
R, #

A segunda igualdade queda

2
! a(sent9aaylj+ 12 d 9;1 +I(I+1)¥, =0
sen@ o0 20 ) sen 0 O¢

Se buscamos de novo solucios en variables separadas ¥ (6, ) = 6,, (60) @, (p):

2
Sengi[senéd@””J+I(l+1)sen2Hz—Ld @z’”
e, do do @, do

O segundo membro depende solo de . O primeiro non tén ningunha dependencia de ¢.
Como as variables d¢ @ son independentes, a inica posibilidade que hai é que sean constantes:

send i(senéd&) +1(/+1)sen” 6 = m’
e, do do (3.42)
1 d*o, )
_ 3 =—m
@, do

Se esiximos que @, sea univaluada e continua pra todo ¢, m debe ser un numero inteiro.
. 2 .y .y .
Tomouse unha constante negativa — m~ pra que as solucios fosen funcids circulares e non
hiperbdlicas, que non cumplirian os requisitos pedidos. Con esto:



Apuntes de Electrodinamica. Tema 3

D, (p)=e™™ (3.43)
A primeira ecuacion dividese por sen’@e da a ecuacion de Legendre:
1 de 2 (3.44)
4 senf—" | 4| (1 +1)—m—2 0, =0
sen®@ do do sen"6

As soluciés son @, (6, @) = P;,(cos ) onde P,, son as funcios asociadas de Legendre, que
se definen como

Py ()= (=) 4 p ()

dx (3.45)

B )= e

(l+m) "

(con [ e m positivos), sendo P, (x) os polinomios de Legendre. Da definicion resulta obvio que
|m| <[ (porque pra m > [ a derivada faise cero)

As solucios da ecuacion angular con indices /, m definidos chamanse harmonicos esféricos,
Y,,.. Son, en forma normalizada:
@1+ 1) (1 —m)!

Y, (0,0)= |-~ P 6)e™?
w0.0)= " (I+m)! in(c0s0)e (3.46)

Y, =",

Im

e representan a dependencia angular da solucion.

A ecuacion radial

d [rz d—Rj w2 =1+ 1R, =0

E dr
, ) . Z .,
transformase, co cambio de variable R = T , ha ecuacion de Bessel:
r
2 2 (3.47)
d§+ld_z+ kz_w 7 =0
dr rdr r

¢ as stas solucios son as funcios de Bessel
de primeira e segunda especie (chamadas
tamén funcios de Bessel e de Neumann,
respectivamente) Jy.,(kr') € Ny, (kr). No caso
que estamos estudiando € mais conviente
usar as funcios esféricas de Bessel e
Neumann (fig. 7):

ix)= \/gJ”%(x) (3.48)
)= 2N (2

As funcids jj tefien limite finito en x = 0.
En cambio as n; diverxen. Pero a
combinacion

W2 (x) = ji(x) =i (x) (3:49)
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chamada funcion esférica de Hankel de segunda especie ¢ adecuada pra representar ondas que
se alonxan do orixen de coordenadas (ondas salintes). A funcion radial R; ¢ unha combinacion
lineal:

R, = a, j,(kr)+ by, (k) = a}h ™ (k) + b () (3.50)

onde h,(l)(x) = j,(x)+ in,(x) representaria unha onda entrante. Xuntando todo o visto
construimos a solucion xeneral:

(r.0.0)= 3 3 4 k) + By (b}, (0.9). 32D

1=0 m=—1

Multipolos
Os campos E{) e H!Z) salvo constantes, podense identificar con F en (3.37):
rxVy, =RrxVY,
Os outros campos E{Z) ¢ HM) | que dan 0 nome 6 multipolo, resultan do rotacional

Vx(RrxVY,)=RVx(rxVY, )+ (VR )x(rxVY,,)

Do doble producto vectorial queda solo (r-VR))VY,,. O outro término calculase directa-
mente seguindo a linea loxica:

V(X VY, 4 V-V, ) =S 1141, -V,
r

2
porque ;—VzYlm = —Z(Z + 1) por (3.41). Dado que r -VY,,, =0,

Im
vx(rxvl//lm): Rl{_il(l—i_l)ylm _VYZm}_(FVRl)VYIm =
r

==L+ )R, —(

—I(7rR, VY,
P dr l) Im

Sea G o campo eléctrico ou magnético en cuestion. Por ser VY, L r, r -G = I(I+1) w;,, Logo
(V2+ i) (r-E)=0e (V> + k) (r -H)=0;

Desta maneira podemos identificar os campo r -E e r -H, cun potencial de Debye
Wim = R,Y,,, € definir os multipolos eléctricos € magneéticos imponendo as condicids:

e EE =204 ) RY,, rE,) =0
rHE —0 L rH = )R (3.52)
Con esto, os campos multipolares escribese de forma explicita ':
H) = iR r = VY,
Ej) =_%[f~l(l+l)Rl*Yl; +%( Rl*)rvy;n} (3.53)

1 . ~ . <y , . y .
Obsérvese que estes campos non tefien dimensios de campo eléctrico e magnético .
4
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EM =iz Rrx VY,

HM :i{fl(l+1)Rl*Y;n +i(rR,)rVY,,’;} (3.54)
kr dr

Exemplo 3.2

O multipolo “non dexenerado” mais simple tén / = 1, m = 0, que corresponde a onda
xenerada por un dipolo oscilante p =2 p ou m = Z m. Cos datos

—ikr .
hl(z)(k’”)z—ie (1—ZJ s Yo =, icose
kr kr A
obtemos

. —ikr o R .
E§g>=—zo /i re {1{1— I 2}2cosﬁ+({l—l— ! z}sené’}
4 kr kr  (kr) kr (kr) (3-55)
. —ikr .
HE) = - 3 e (l—l}senﬁ
dr  kr kr

Desenrolo multipolar do campo electromagnético

A relacion de completitude dos harménicos esféricos

ZZ (0,0)7,,(0',¢")=5(cos 6 —cos ') 5(p~ ')

=0 m=

(3.56)

asegura que podemos descompoiier calquera funcion angular # (6, @) nunha combinacion lineal
de harnonicos esféricos, porque

Ggozjjﬁl’ 5(0-0")5(p—¢')dp'db' = §¥’49 9')5(cos 0 —cos8')S(p—¢')de2’,

facendo o cambio de variable o o f(x) (x X; ) (& é a derivada de &). Consideremos

):0| |

superficies esféricas > S e " de radio r con centro no orixen e sea ¥'=r-Els:
) WA R
=0 m=
Da integral sobre (2" resulta un coeficiente constante. En (3.53),

"I+ 1)Z,R;

Sustituindo
Im

onde os coeficientes vefien dados por

2 .y . .
O mesmo conxunto de puntos pero expresados en funcion de oordenadas sin e con prima.
5
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Z,R(r)4l) (3-57)

m

= —LI}’]mr'EdQ
I(1+1)
De igual maneira de (3.54) obtemos r-H = ZA,(f)r . Hgf) , con

R ()4 IY r-Hd (' (-38)

Os multipolos eléctricos (3.53) contribuen 6s campos E e H, e outro tanto hai que dicir dos
magnéticos (3.54). Polo tanto o desenrolo multipolar completo sera

E= Z{ m lm +A/m )Egm)}
H= Z{ im lm +Alm )Hgm)}

(3.59)

Exemplo 3.3

Supofiendo o dipolo oscilante do exemplo anterior, no limite k» — 0 tense o campo estatico

p 1 A
E, . =4”gor3(r2cost9+ﬂsenz9)

Considerando unha superficie esférica de radio »— 0, a partir de (3.57),

i 1 %
_ZOAI% =1lim {W;§YIO I”Erd_()} =
S

r—0

7 2r 3
_k_p lim § —- ! i} ,/ J.J.ZCOS Osenfdpdl = ,/47? Pk
24rg, o0 | e ”[ J j 3 4re,

kr

(os demais coeficientes 4, tanto eléctricos como magnéticos, son cero), de onde os campos do
dipolo eléctrico oscilante, a partir de (3.53) e (3.57), resultan

3 —ikr o n ;
E:-pk € {1{1— 12}2c056’+9{1—l— lz}sené’}
drg, kr kr  (kr) kr  (kr) (3.60)
3 —ikr .
H=—L pk” e (ﬁ[l—ljsene
Z, 4rsy kr kr



